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1. Витяг з робочого навчального плану.  

Види занять, їх обсяг у академічних годинах, форму семестрового 
контролю та їх розподіл по семестрах встановлює робочий навчальний план 
напряму підготовки відповідно до таблиці 1.1. 

Таблиця 1.1 

Витяг з робочого навчального плану підготовки фахівця за спеціальністю 
8.04010101 – хімія 

 
Форма навчання 

Види роботи і занять 
денна заочна 

Всього відведено годин на 
вивчення дисципліни 

90 

Самостійна робота 60 78 

Аудиторні заняття 30 12 

лекції 20 8 

практичні заняття 10 4 

лабораторні роботи - - 

Індивідуальне завдання - - 

Семестровий контроль Залік Залік 

 
Дисципліна викладається протягом дев’ятого семестру на денній формі 

навчання. Форма семестрового контролю – екзамен. Для вивчення дисципліни 
передбачені два види робіт студентів: аудиторна і позааудиторна, що далі має 
назву самостійна робота студентів. 

 

2. Мета вивчення дисципліни 
2.1. Метою викладання навчальної дисципліни «Статистичні методи в 

хімії» є: 
ознайомити з теоретичними та практичними питаннями статистичної 

оцінки одержаних результатів вимірювання, методів моделювання та 
оптимізації експерименту в хімії та хімічній технології, навчити виявляти 
значущість впливу факторів на функцію відгуку в хімічних дослідженнях, 
сформувати вміння прогнозувати властивості досліджуваних функцій відгуку. 

2.2. Основними завданнями вивчення дисципліни «Статистичні методи в 
хімії» є: 
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• ознайомити з процедурою статистичної оцінки одержаних результатів 
вимірювання, методів моделювання та оптимізації експерименту в хімії та 
хімічній технології;  

• навчити виявляти значущість впливу факторів на функцію відгуку в 
хімічних дослідженнях;  

• розглянути теоретичні основи дисперсійної, комбінаторної, кореляційної та 
регресійної аналіз;  

• навчити прогнозувати властивості досліджуваних функцій відгуку. 

2.3. Згідно з вимогами освітньо-професійної програми студенти повинні: 

знати:  
• означення статистичних гіпотез; 
• закони розподілу випадкової величини; 
• означення величин і характеристик математичних методів аналізу; 
• суть дисперсійного, комбінаторного, кореляційного та регресійного 

аналізу; 
• процедури розрахунків в математичних методах аналізу; 
• процедуру аналізу математичних моделей; 
• процедуру пошуку оптимальних рішень. 

 

вміти: 
• здійснювати статистичну обробку одержаних результатів вимірювання; 

будувати довірчі інтервали; 
• встановлювати рівень значущості (рівень помилки) для одержаних 

статистичних оцінок; 
• доводити статистичні гіпотези; 
• робити розрахунки за математичними формулами; 
• аналізувати математичні моделі; 
• користуватися статистичними таблицями; 
• використовувати сумісні плани дисперсійного та комбінаторного аналізу; 
• визначати залежність функції відгуку від вихідних параметрів; 
• виявляти значущість впливу факторів на функцію відгуку; 
• в умовах виробничої діяльності, використовуючи закони розподілу 

випадкової величини, обчислювати її числові характеристики; 
• в умовах виробничої діяльності за розподілом неперервної випадкової 

величини розраховувати ймовірність випадкової події, використовуючи 
математичний апарат теорії випадкових чисел; 

• в умовах виробничої діяльності обчислювати числові характеристики 
двовимірної випадкової величини, розподіленої за заданими законами, 
використовуючи математичний апарат теорії випадкових чисел; 

• в умовах виробничої діяльності розрахувати числові характеристики для 
заданої вибіркової сукупності, використовуючи математичний апарат 
теорії випадкових чисел; 

• для вибірки з нормального розподілу визначати довірчий інтервал 
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генеральної середньої з заданою довірчою ймовірністю, використовуючи 
математичний апарат теорії випадкових чисел; 

• в умовах виробничої діяльності, використовуючи метод найменших 
квадратів, розв’язувати задачі регресійного та дисперсійного аналізу 

• здійснювати пошук оптимальних рішень. 

3. Програма дисципліни. 
 

3.1. Перелік програмних питань. 
Для правильної організації та систематизації самостійної роботи слід 

користуватися програмою дисципліни відповідно до таблиці 3.1 та 
рекомендованою літературою. У процесі вивчення рекомендується складати 
короткий конспект. 

 
Змістовий модуль 1. Ґенеральні і вибіркові сукупности. Дисперсійна 

аналіза. 
1. Основні означення 

1.1. Шляхи набування знань про природу хімічних явищ, процесів і 
закономірностей. Вимоги до дослідника при планомірному накопиченні 
наукових фактів. Зміст науки хемометрії. Предмет вивчення. Науковий 
фундамент хемометрії. Складові частини курсу. Об'єкт вивчення. Об'єкт 
дослідження. Вхідні параметри (фактори). Вихідні параметри (функція цілі, 
функція відгука, параметр оптимізації). Модель "чорної скриньки". 

1.2. Величина. Випадкова величина і  її реалізації. Дискретні  і 
неперервні випадкові величини. Ймовірність. Детерміновані і стохастичні 
зв'язки.  Вирівнювання  (осереднення) експериментальних даних ймовірними 
законами та аналітичними функціями. 

1.3. Генеральні і вибіркові сукупності. Вимоги до виборок. Показність 
виборки і методи її досягнення. Варіаційний ряд і процедура розбивки його на 
інтервали. 

1.4. Функція і щільність ймовірності розподілу. 
1.5. Точкові (числові характеристики генеральної сукупності. Центр  

розподілу генеральної сукупності: математичне сподівання (генеральна 
середня), медіана, мода, генеральні начальні  моменти К-порядку. 

Варіації (розсіяння) генеральної сукупності: генеральна дисперсія, 
середнє квадратичне відхилення, коефіцієнт варіації, абсолютне і зведене 
відхилення; нормоване відхилення, генеральні центральні моменти К-
порядку. Співвідношення між начальним і центральним моментами. 
Показники асиметрії та ексцесу та їх нормовані коефіцієнти^ 

1.6. Точкові (числові) характеристики вибіркової сукупності. Центр 
розподілу вибірки: вибіркові  середні, ряд мажоритарності, медіана, мода, 
вибіркові начальні моменти К-порядку. Розрахунок вибіркових характеристик 
без і з розбивкою на інтервали. 

Варіації (розсіювання) вибірки: вибіркова дисперсія, середнє квадратичне 
відхилення, коефіцієнт варіації, розмах варіації, абсолютне і зведене 
відхилення, нормоване відхилення, вибіркові центральні моменти К-порядку, 
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показник асиметрії та ексцесу та їх нормовані коефіцієнти. Розрахунок 
вибіркових характеристик без і з розбивкою на інтервали. 

Оцінки генеральних точкових характеристик вибірковими. Вимоги до 
оцінок. Поправка Бесселя. 

Графічне подання вибіркового (емпіричного) розподілу за допомогою 
полігону накопичених частот і гістограм. Частота і частість.  

1.7. Закони розподілу неперервних випадкових величин. 
1.7.1. Нормальний закон розподілу Гаусса. Функція і щільність 

ймовірностей розподілу. Параметри нормального розподілу. Нормальний 
розподіл нормованої  випадкової   величини. Нормована функція і нормована 
щільність ймовірностей розподілу. Параметри нормованого нормального 
розподілу. Ймовірність попадання випадкової величини в інтервал 3-х сигм. 
Функція Лапласа. Розрахунок ймовірності попадання випадкової величини в 
певний інтервал. 

Квантиль випадкової величини. Представлення розподілу на 
ймовірнісному папері. 

1.7.2. Розподіл Хі-квадрат Пірсона. Функція і щільність ймовірностей 
розподілу. Параметри розподілу. Квантиль. Гамма-розподіл. Наближення 
розподілу Хі-квадрат до нормального. 

1.7.3. Статистичні гіпотези. Нульова та альтернативні гіпотези. 
Помилки  1-го і 2-го роду при прийнятті нульових гіпотез. Ризик при 
прийнятті і відкиданні гіпотез. Природа статистичних висновків. 

1.7.4. Методи перевірки гіпотез про закони розподілу за кривими 
Пірсона, за критеріями Хі-квадрат і омега-квадрат, Романовського та 
Ястремського, за показниками  асиметрії та ексцесу  та  їх  середніми 
квадратичними відхиленнями. 

1.7.5. t-розподіл Стьюдента. Функція і щільність ймовірностей розподілу.  
Параметри розподілу. Квантиль. Наближення розподілу Стьюдента до 
нормального. 

1.7.6. Елементи теорії помилок. Класифікація способів вимірювання: за 
способом отримання результатів (прямі і непрямі вимірювання), за методом 
вимірювання (абсолютні і порогові), за умовами вимірювань (рівноточні і 
нерівноточні), за ступенем достатності  (необхідні і надлишкові). Класифікація 
похибок: за способом числового вираження (абсолютна, відносна і зведена 
похибки), за закономірностями з'явлення у ряду  вимірювань  (випадкові, 
систематичні і грубі помилки). Оцінка абсолютної і відносної похибок при 
непрямих вимірюваннях. 

Методи і критерії виявлення і відкидання грубих помилок (промахів): за 
критерієм Ірвіна, Груббса, Романовського і правилом 3-х сигм. Виявлення 
фальсифікації протоколів досліджень за законом Бенфорда. 

1.7.7. Інтервальні оцінки. Точність і надійність результатів. Довірчі 
інтервали  і довірча ймовірність  для  середньої, дисперсії,  середнього 
квадратичного відхилення і коефіцієнта варіації. 

1.7.8. F-розподіл Фішера. Функція і щільність ймовірностей розподілу. 
Параметри розподілу. Квантиль. Наближення розподілу Стьюдента до 



 7 

розподілу Фішера. 
2. Дисперсійна аналіза 

2.1. Порівняння двох рядів  вимірювання.  Статистична рівність двох 
дисперсій. Перевірка за критерієм Фішера. Статистична рівність двох середніх. 

2.2. Статистична рівність ряду дисперсій. Перевірка за критеріями 
Фішера, Кохрана, Бартлета. 

2.3. Статистична рівність ряду середніх. Однофакторний експеримент. 
Процедура розрахунків і аналізи, довірчі інтервали і довірча ймовірність. 
Оцінка дисперсії середніх. Браковка технологічних партій. 

2.4. Обґрунтування нижніх і верхніх гарантованих толерантних 
границь. 

2.5. Двофакторний експеримент. Процедура розрахунків і аналізи, 
довірчі інтервали і довірча ймовірність. 

2.6. Неповні класифікації дисперсійної аналізи. Вихідні положення 
комбінатоної аналізи. Латинські і греко-латинські квадрати. Означення, шляхи 
утворення. Канонічні (стандартні) квадрати. Взаємноортогональні квадрати. 
Методи побудови взаємноортогональних квадратів. Планування експерименту 
та розрахунки за суміжними-планами полної класифікації і латинських  
квадратів.   Приклад  складних   сумісних  планів. Зауваги і застереження до 
планування за допомогою латинських квадратів. 

2.7. Магічні квадрати і їх використання при плануванні повного 
факторного експерименту в умовах дрейфу. 

 
Змістовий модуль 2. Кореляційна та регресійна аналізи. 

Математичне планування експерименту. Пошук оптимальних рішень. 
3. Кореляційна аналіза 

3.1. Завдання кореляційної аналізи. Генеральний коефіцієнт кореляції. 
Вибірковий коефіцієнт кореляції. Розрахунок коефіцієнта при відсутності та 
при розбивці варіаційного ряду на інтервали. 

3.2. Нелінійна кореляція. Кореляційне співвідношення. 
4. Регресійна аналіза 

4.1. Основні означення і завдання регресійної аналізи. 
4.2. Знаходження рівняння регресії за результатами кореляційної аналізи 

(лінійна модель). 
4.3. Знаходження коефіцієнтів математичної  моделі  за методом 

найменших квадратів (лінійна і нелінійна модель). 
4.4. Визначення значущості коефіцієнтів моделі. 

4.5. Перевірка  адекватності моделі. Розрахунок дисперсій адекватності і 
помилки експерименту (дисперсії відновлення). 

4.6. Регресійна аналіза за допомогою поліномів Чебишева. 
4.7. Регресійна аналіза за допомогою трансцендентних функцій. 
4.8. Регресійна аналіза за методом Брандона. 

5. Математичне планування експерименту 
5.1. Пасивний і активний експеримент. Вимоги до критерію оптимізації. 
5.2. Вибір критерію оптимізації при наявності кількох функцій цілі. 
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Відсіювання функцій цілі. Функція бажаності. Узагальнена функція бажаності. 
5.3. Вибір факторів і факторного простору, рівнів факторів та 

інтервалів варіювання. Перехід до безрозмірних величин рівнів факторів. 
5.4. Повний факторний експеримент. Плани Бокса. Лінійна модель. 

Матриця планування.   Процедура   обробки   експериментальних  даних. 
Оптимальність планів. 

5.5. Дробовий факторний експеримент. Дробові  репліки. Генеруюче 
співвідношення і визначальний контраст. 

5.6. Сумісні плани повних факторних експериментів або дробових реплік з 
латинськими або греко-латинськими квадратами. 

5.7. Інтерпретація за лінійними моделями і прийняття рішень. 
6. Математичне планування другого порядку 

6.1. Рототабельне. планування другого порядку. Нелінійна модель. 
Добудова лінійних планів. Приклади планів другого порядку з ядром 
повного факторного експерименту або дробових реплік. Оптимальність 
планів. 

6.2. Процедура обробки експериментальних даних. Розрахунок 
коефіцієнтів  моделі.  Визначення значущості коефіцієнтів моделі. Перевірка 
адекватності моделі. 

6.3. Приклади ортогональних планів, рототабельного композиційного, 
рототабельного гексагонального, ортогонального композиційного, симплекс-
сумованого і О-оптимального планів другого порядку, планів Вк і Хартлі. 

6.4. Приклади планів 3-го порядку. 
6.5. Перерізи поверхонь функції відгуку. 

7. Пошук оптимальних рішень 
7.1. Безградієнтні методи. Симплекс - планування. Метод Гаусса -

Зайделя. Метод конфігурацій. Метод обертаючих координат. Адаптаційна 
оптимізація. Еволюційне планування. Метод випадкового балансу. 

7.2. Градієнтні методи. Метод релаксації. Метод надшвидкого спуску. 
Метод крутого сходження. 

Таблиця 3.1 
Структура навчальної дисципліни 

 

Кількість годин 
денна форма заочна форма 

у тому числі у тому числі 

Назви змістових 
модулів і тем 

усього  
л п лаб інд с.р. 

усього  
л п лаб інд с.р. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Змістовий модуль 1. Ґенеральні і вибіркові сукупности. Дисперсійна аналіза. 

Тема 1.  
Ґенеральні і вибіркові 
сукупности. Функція і 
щільність 
ймовірности 
розподілу. 

11 2 2   7       
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Тема 2. Закони 
розподілу 
неперервних 
випадкових величин. 
Нормальний закон 
розподілу Ґаусса. 

11 2 2   7       

Тема 3. Дисперсійна 
аналіза. Порівняння 
двох рядів 
вимірювання.  

13 4 2   7       

Тема 4. Неповні 
класифікації 
дисперсійної аналізи. 
Вихідні положення 
комбінаторної 
аналізи. 

9 2    7       

Разом за змістовим 
модулем 1 

44 10 6   28       

Змістовий модуль 2. Кореляційна та регресійна аналізи.  
Математичне планування експерименту. Пошук оптимальних рішень 

Тема 1. Кореляційна 
аналіза. 

11 2 2   7       

Тема 2. Регресійна 
аналіза. 

9 2    7       

Тема 3. Математичне 
планування 
експерименту. 

10 2 2   6       

Тема 4. Математичне 
планування другого 
порядку. 

8 2    6       

Тема 5. Пошук 
оптимальних рішень. 

8 2    6       

Разом за змістовим 
модулем 2 

46 10 4   32       

Усього годин 90 20 10   60       

 

3.2. Тематика практичних занять 
Практичне заняття №1 

Тема: Ґенеральні і вибіркові сукупности. Функція і щільність ймовірности 
розподілу. Їх точкові (числові) характеристики. 
План: 
1. Розрахунок середньої, дисперсії, середнього квадратичного відхилення і 
коефіцієнта варіації. 
2.Побудова довірчих інтервалів. 

Практичне заняття №2 
Тема: Закони розподілу неперервних випадкових величин. Нормальний закон 
розподілу Ґаусса. 
План: 
1. Нормована функція і нормована щільність ймовірностей розподілу. 
2. Осереднення (вирівнювання) експериментальних даних нормальним законом 
розподілу. 
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3. Використання критеріїв Хі-квадрат і омега-квадрат. 
4. Розрахунок начальних і центральних моментів 1-4 порядків і коефіцієнтів 
асиметрії і ексцесу.Методи перевірки гіпотез про закони розподілу за  
показниками  асиметрії та ексцесу та їх середніми квадратичними 
відхиленнями. 

Практичне заняття №3 
Тема: Дисперсійна аналіза. Порівняння двох рядів вимірювання. 
Статистична рівність ряду дисперсій та середніх. 
План: 
1. Методи і критерії виявлення і відкидання грубих помилок (промахів): за 
критерієм Ірвіна, Груббса, Романовського і правила 3-х сигм.  
2. Порівняння двох рядів вимірювання. 
3. Доведення рівности двох дисперсій і двох середніх. 

 
Практичне заняття №4 

Тема: Дисперсійна аналіза. Порівняння двох рядів вимірювання. 
Статистична рівність ряду дисперсій та середніх 
1. Доведення рівности ряду дисперсій. Перевірка за критеріями Фішера, 
Кохрана, Бартлета. 
2. Розрахунки за планом однофакторного експерименту. 

Практичне заняття №5 
Тема: Дисперсійна аналіза. Порівняння двох рядів вимірювання. 
Статистична рівність ряду дисперсій та середніх 
План: 
1. Двофакторний експеримент. Процедура розрахунків і аналізи. 
2. Довірчі інтервали і довірча ймовірність. 

Практичне заняття №6 
Тема: Неповні класифікації дисперсійної аналізи. Вихідні положення 
комбінаторної аналізи. 
1. Греко-латинські квадрати.  
2. Побудова взаємноортогональних квадратів. 
3. Магічні квадрати 

Практичне заняття №7 
Тема: Кореляційна аналіза. 
План: 
1. Розрахунок  коефіцієнта кореляції при відсутності та при розбивці 
варіаційного ряду на інтервали.  
2. Побудова довірчого інтервалу.  
3. Перевірка значущости коефіцієнтів кореляції. 

Практичне заняття №8 
Тема: Регресійна аналіза. 
План: 
1. Розрахунок коефіцієнтів реґресійної моделі. 
2. Знаходження коефіцієнтів математичної моделі за методом найменших 
квадратів (лінійна і нелінійна модель). 
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3. Побудова залежностей функцій відгуку від вихідних параметрів. 
Практичне заняття №9 

Тема: Математичне планування експерименту. 
План: 
1. Вибір факторів і факторного простору, рівнів факторів та інтервалів 
варіювання. Перехід до безрозмірних величин рівнів факторів 
2. Розрахунки за планами Бокса. 
3. Лінійна та нелінійна модель. Перевірка адекватности моделі. 

Практичне заняття №10 
Тема: Математичне планування експерименту. 
План: 
1. Інтерпретація моделі. 
2. Дробовий факторний експеримент. Дробові репліки. Генеруюче 
співвідношення і визначальний контраст. 

Практичне заняття №11 
Тема: Математичне планування другого порядку 
План: 
1. Розрахунки за рототабельним планом другого порядку.  
2. Нелінійна модель. 

Практичне заняття №12 
Тема: Математичне планування другого порядку 
План: 
1. Визначення виду поверхні функції відгуку за інваріантами означення центру 
фігури та виду поверхні. 
2. Перерізи поверхонь функції відгуку. 

 
4. Рекомендована література 

Базова 
1. Волощенко А.Б. Теорія ймовірностей та математична статистика: навч.-

метод. посібник для самост. вивчення дисц. [для студ. економ. спеціал. 
вищ. навч. заклад.] / А.Б. Волощенко, І.А. Джалладова; [Мін-во освіти 
інауки України; гриф: лист № 14 / 18.2-613 від 22.03.2002 р.]. – К.: Київ. 
Нац. економ. ун-т, 2003. – 256 с.: іл., табл. – Приклади розв. завдань і 
вправи для самост. розв’язання в кінці розд. – Блочно-модул. контроль: с. 
183 – 203 (9 варіантів). – Відповіді: с. 204 – 216. - – Бібліогр.: с. 217 (18 
назв). – Додатки: с. 218 – 254 (8 табл.). – ISBN 966 – 574 – 459– 3. 

2. Жлуктенко В.І. Теорія ймовірностей і математична статистика: навч.-
метод. посібник [для студ. економ. вищ. навч. заклад.]: У 2-х ч. – Ч. ІІ. 
Математична статистика / В.І. Жлуктенко, С.І Наконечний, С.С. Савіна; 
[Мін-во освіти і науки України; гриф: лист № 14 / 18.2-183 від 
27.02.2001 р.]. – К.: Київ. нац. економ. ун-т, 2001. – 336 с.: іл., табл. – Теор. 
запит. та завдання до теми в кінці теми. – Лаб. роб. після тем 14, 15. – 
Додатки: с. 242 – 246, 292 – 331. – Бібліогр.: с. 246 (4 назви).– ISBN 966–
574–265 – 5. 
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3. Іванюта І.Д. Елементи теорії ймовірностей та математичної статистики: 
навч. посібник [для студ. економ. спеціал. вищ. навч. заклад.] / 
І.Д. Іванюта, В.І. Рибалка, І.А. Рудоміно-Дусятська; [Мін-во освіти інауки 
України; гриф: лист № 14 / 18.2-271 від 11.02.2003 р.]. – К.: Слово, 2003. – 
271 с:. іл., табл. – Завдання до самостійн. роботи: с. 235 – 261 (15 завд.). – 
Додатки: с. 262 – 267 (6 табл.). – Бібліогр.: с. 268 (6 назв). – ISBN 966 – 
8407 – 01 – 6. 

4. Неділько С.А. Математичні методи в хімії: підручник [для студ. хім. 
спеціал. вищ. навч. закладів] / Сергій Неділько; [Мін-во освіти інауки 
України; гриф: лист № 1 / 11-1536 від 13.04.2004 р.]. – К.: Либідь, 2005. – 
256 с.: іл. – Завдання для самостійн. роботи та бібліогр. в кінці розд. – 
ISBN 966 – 06 – 03843. 

5. Солтис М.М., Закордонський В.П. Теоретичні основи процесів хімічної 
технології. – Львів: Видавн. центр Львів. нац. ун-ту імені Івана Франка, 
2003. – 430с.: іл. (80 рис.). – 36 табл. – 1.3. Методи математичної 
статистики: С.24-46. – 6.6. Дослідження хіміко-технологічного процесу з 
використанням методів кореляційного та реґресійного аналізу: С. 381-405. 
– Додатки. Статистичні табл.: С.406-410 (4 табл.). – Бібліогр.: С. 413-415 
(40 назв). – Предмет. покажчик: С.416-423. – Умов. познач.: С.424-426. – 
ISBN 966-613-161-7. 

 
Допоміжна 

1. Адлер Ю.П. Планирование эксперимента при поиске оптимальных условий 
/ Ю.П. Адлер, Е.В. Маркова, Ю.В. Грановский. – 2-е изд., перераб. и допол. 
– М.: Наука, 1976. – 280 с.: ил., табл.–Библиогр. в конце гл. 

2. Ахназарова С.Л. Оптимизация эксперимента в химии и химической 
технологи / С.Л. Ахназарова, В.В. Кафаров. – М.: Высш. шк., 1978. – 320 с.: 
ил., табл. – Библиогр.: с. 302 – 303 (53 наимен.). – Приложения: с. 304 – 317 
(14 табл.). 

3. Бендат Дж.С. Измерение и анализ случайных процессов / Дж.С. Бендат, 
А.Г. Пирсол; пер. с англ. Г.В.Матушевского, В.Е.Привальского; под ред. 
И.Н.Коваленко. – М.: Мир, 1971. – 408 с. – Перевод за изд.: Measurement 
and analysis of random data / Julius S. Bendat, Allan G. Piersol. – John Wiley 
and Sons, Inc. – New York-London-Sydney, 1967.: ил., табл. – Предмет. 
указатель: с. 403-408. – Библиогр.: с. 400-402 (59 наименов.). 

4. Бондар А.Г., Статюха Г.А. Планирование эксперимента в химической 
технологии. – К.: Вища шк., 1976. – 220с. 

5. Горский В.Г., Адлер Ю.П., Талалай А.М. Планирование промышленных 
экспериментов (модели динамики). – М.: Металлургия, 1974. – 112с. 

6. Дэниел К. Применение статистики в промышленном эксперименте / 
Кутберт Дэниел; пер. с англ. под ред. Э.К. Лецкого. – М.: Мир, 1979. – 301 
с. – Перевод за изд.: Applications of statistics to industrial experimentation / 
Cuthbert Daniel. – John Wiley and Sons. – New York-London-Sydney-Toronto, 
1976.: ил., табл. – Библиогр.: c. 289 – 292 (92 наим.). – Предмет. указатель: 
с. 293 – 294. – Приложения в конце гл. 
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7. Жоров Ю.М. Моделирование физико-химических процессов 
нефтепереработки и нефтехимии. – М.: Химия, 1978. – 376с. 

8. Зажигаев Л.С. Методы планирования и обработки результатов физического 
эксперимента / Л.С. Зажигаев, А.А. Кишьян, Ю.И. Романиков. – М.: 
Атомиздат, 1978. – 232 с.: ил., табл. – Приложение: с. 144-229 (16 табл.). – 
Библиогр.: с. 230-231. 

9. Кассандрова О.Н. Обработка результатов наблюдений: Учеб. пособие [для 
студ. высш. учеб. завед.] / О.Н. Кассандрова, В.В. Лебедев. – М.: Наука, 
1970. – 104 с.: ил., табл. – Библиогр.: с. 103 – 104 (28 наимен.). – 
Приложения: с. 91 – 102 (6 табл.). 

13. Корн Г. Справочник по математике для научных работников и инженеров / 
Г. Корн, Т. Корн. – 4-е изд.; пер. с англ. И.Г. Арамановича, А.М. Березмана, 
И.А. Вайнштейна и др.; под общ. ред. И.Г. Арамановича. – М.: Наука, 1978. 
– 832 с. – Перевод за изд.: Mathematical Handbook for Scientists and 
Engineers Definitions, Theorems and Formulas for Reference and Review. – 
Second, Enlargend and Revised Edition / Granino A. Korn, Ph. D., Theresa 
M. Korn, M.S. – NcGraw-Hill Book Company: New York-San Francisco-
Toronto-London-Sydney, 1968. – ил., табл. – Библиогр.: с. 796 – 800 (183 
наим.). – Указ. важн. обозн.: с. 801 – 803. – Предмет. указ.: с. 804 – 831. – 
Перечень табл. по гл.: с. 20 – 22. 

14. Маркова Е.В., Рохваргер А.Е. Математическое планирование химического 
эксперимента. – М.: Знание, 1971. – 32с. 

15. Маркова Е.В. Руководство по применению латинских планов при 
планировании эксперимента с качественными факторами. – Челябинск: 
УралНИИстройпроект, 1971. – 156с. 

16. Налимов В.В. Логические основания планирования эксперимента / 
В.В. Налимов, Т.И. Голикова. – М.: Металлургия, 1976. – 128 с.: ил., табл. – 
Библиогр.: с. 126 – 128 (81 наим.). 

17. Налимов В.В. Статистические методы планирования экстремальных 
экспериментов / В.В. Налимов, Н.А. Чернова. – М.: Наука, 1965. – 340 с.: 
ил., табл. – Библиогр.: с. 328 – 338 (204 наим.). – Предмет. указ.: с. 339 – 
340. – Приложения: с. 309 – 327 (I. Элементы матричной алгебры. 
Симплексы. II. Планы дробных реплик). 

18. Нелинейная корреляция и регрессия / С.Н. Воловельская, А.И. Жилин, 
С.А. Кулиш, В.Б. Сивый. – К.: Технiка, 1971. – 130 с. 

19. Планирование эксперимента в исследовании технологических процессов / 
К. Хартман, Э. Лецкий, В. Шефер и др. / пер. с нем. Г.А. Фоминой, 
Н.С. Лецкого; под ред. Э.К. Лецкого. – М.: Мир, 1977. – 552 с. Перевод за 
изд.: Statistische Versuchsplanung und–auswertung in der Stoffwirt–shaft / von 
einem Autorenkollektiv Herausgeber: Klaus Hartmann, Eduard Lezki, Wolgang 
Schäfer. – VEB Deutscher Verlag für Grundstoffindustrie, Leipzig, 1974.: ил., 
табл. – Библиогр. в конце гл. – Мат. приложения: с. 516 – 540. – Предмет. 
указатель: с. 541 – 547. 

20. Сигорский В.П. Математический аппарат инженера / Виталий Петрович 
Сигорский. – 2-е изд., стереотип. – К.: Техніка, 1977. – 768 с.: – ил., табл. – 
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Библиогр. в конце гл. – Предмет. указ.: с. 752 – 764. 
21. Сиренко Г.А. Основы научных исследований: Программа и методические 

указания для химиков-технологов. – Хмельницкий: Хмельн. технол. ин-т, 
1979. – 34с. 

22. Степнов М.Н. Статистическая обработка результатов механических 
испытаний / Михаил Никитович Степнов. – М.: Машиностроение, 1972. – 
232 с. : ил., табл. – Библиогр.: с. 229-230 (36 назв.). 

24. Таблицы планов эксперимента для факторных и полиноминальных 
моделей/ В.З. Бродский, Л.И. Бродский, Т.И. Голикова и др. – М.: 
Металлургия, 1982. – 752с. 

25. Тихомиров В.Б. Планирование и анализ эксперимента / Владислав 
Борисович Тихомиров. – М.: Легкая индустрия, 1974. – 264 с.: ил., табл. – 
Приложение: с. 255-257 (4 табл.). – Библиогр.: с. 258-261 (99 наименов.). 

26. Уайлд Д. Дж. Методы поиска экстремума. Серия: Теоретические основы 
технической кибернетики / Дуглас Дж. Уайлд; пер. с англ. 
А.Н. Кабалевского, Е.П. Маслова, В.Д. Спиридонова; под ред. 
А.А. Фельдбаума. – М.: Наука, 1967. – 268 с. Перевод за изд.: Optimum 
seeking methods / Douglass J. Wilde. – Department of chemical Enginnering 
Stanford University. – Prentice-Hall, Inc. – Englewood Cliffs, N.J., 1964.: ил., 
табл. – Упражнения в конце гл. – Библиогр.: в подстроч. примеч. – 
Предмет. указатель: с. 265 – 267. 

27. Федоров В.В. Теория оптимального эксперимента (планирование 
регрессионных экспериментов): монография / Валерий Вадимович 
Федоров. – М.: Наука, 1971. – 312 с.: ил., табл. – Библиогр.: с. 309 – 312 (79 
наим.). 

28. Хикс Ч. Основные принципы планирования эксперимента / Пер. с англ. – 
М.: Мир, 1967. – 406 с. 

29. Шакалис В.В. Моделирование технологических процессов. – М.: 
Машиностроение, 1973. – 136 с. 

 



 15 

1. РОЗРАХУНОК ОСНОВНИХ СТАТИСТИЧНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
 

1) середнє арифметичне (x ): 

N

x
x

N

1i
i∑

== ;                                                      (1.1) 

2) вибіркова дисперсія (S2): 

( )
1N

xx
S

N

1i

2
i

2

−

−
=
∑

= ;                                                   (1.2) 

3) вибіркове середнє квадратичне відхилення (S): 
2SS= ;                                                         (1.3) 

4) вибірковий коефіцієнт варіяції (γ): 

x
S=γ ;                                                           (1.4) 

5) показник ступеня аґреґації в розподілі (Е): 

x
S

E
2

= ;                                                          (1.5) 

6) вибіркові начальні моменти (h) 1, 2, 3, 4 – порядків: 

∑
=

=
N

1i

k
ik x

N
1

h ;                                                     (1.6) 

7) центральні моменти (m) 1, 2, 3, 4 – порядків: 

( )∑
=

−=
N

1i

k
ik xx

N
1

m ,                                                (1.7) 

де k – порядок моменту. 
 

Завдання: 
1. Розрахувати дисперсію і вказати для неї довірчий інтервал для довірчої 

ймовірності р=0,95 за результатами експерименту Х: 3; 4; 5. 
2. Розрахувати середнє квадратичне відхилення і вказати для нього 

довірчий інтервал для довірчої ймовірності р=0,95 за результатами 
експерименту: 0,1; 0,3; 0,5. 

3. За результатами випробувань при 20 температурах (по 20 зразків для 
кожної температури) визначити 95%-ві довірчі інтервали для середньої і 
дисперсії, якщо вибіркові характеристики складають х= 120; S2=9. 
Розрахувати коефіцієнт варіації результатів. 

4. Розрахувати середню і дисперсію ряду вимірювань: 0, 1, 2, 3, 8, 9, 10 та 
знайти довірчі інтервали до них. 

5. За результатами випробувань 20 зразків визначити 90%-ві довірчі 
інтервали для середнього значення і середнього квадратичного відхилення, 
якщо вибіркові характеристики складають х = 45; S2=4.  

6. Розрахувати середню і вказати для неї довірчий інтервал для довірчої 
ймовірності р=0,99 за результатами експерименту Х: 1; 3; 5. 

7. Розрахувати дисперсію і вказати для неї довірчий інтервал для довірчої 
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ймовірності р=0,99 за результатами експерименту Х: 1; 3; 4; 6. 
8. За критерієм Ірвіна перевірте, чи результат х4=10 належить 

варіаційному ряду експериментальних даних: 1; 2; 3; 10, якщо критичне 
значення цього критерію дорівнює для рівня значущості α=0,01 і числа дослідів 
N=4: λα,f=2,77. 

9. При перевірці за допомогою критерію Груббса виявлено належність 
виділеного результату до тієї ж генеральної сукупності, що і решта (N-1) 
результат варіаційного ряду. Але при перевірці цього результату за критерієм 
Романовського виявлено, що цей результат є грубою помилкою і повинен бути 
виключений із варіаційного ряду. Яка із двох перевірок правдива і чому? 

10. Перевірити на грубу помилку результати експерименту: 0,1; 1; 3; 5; 7; 
9; 15. 

 
2. ЗАКОНИ РОЗПОДІЛУ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН 

Прийняття або відкидання нульової гіпотези Н0 відносно 
нормального закону розподілу Гаусса (н.з.р.) за результатами виборки. 

• Перевірку узгодженості результатів н.з.р. здійснюють за нерівностями  
as ≤ Sas; ex  ≤ Sex,                                                (2.1) 

де as – показник асиметрії розподілу Sas – його середнє квадратичне 
відхилення; ex – показник ексцесу розподілу; Sex – його середнє квадратичне 
відхилення. Якщо (2.1) виконуються, то приймають Н0 про узгодження 
результатів експерименту з теоретичним законом Ґаусса. Якщо (2.1) не 
виконуються, то перевіряють виконання нерівностей: 

as ≤ 3Sas; ex  ≤ 5Sex.                                                 (2.2) 

Тут:                      
2

3

2

3

m

m
as= ; 

( )
( ) ( ) .2

1

3N1N

1N6
Sas 









++
−= ;                                (2.3) 

                              ;3
m

m
ex 2

2

4 −= ( ) ( )
( ) ( ) ( )

.
2

1

5N3N21N

N3N2N24
exS















++−

−−= ,                   (2.4) 

де m2, m3, m4 – вибіркові центральні моменти 2-го, 3-го, 4-го порядків; N – 
кількість результатів. 

• Введемо у науковий обіг математичних методів у хімії означення 
ступеня відмінності показників асиметрії та ексцесу від відповідних їм 
середніх квадратичних відхилень, що рівнозначно оцінці відповідності 
(невідповідності) емпіричного розподілу теоретичному розподілу за 
нормальним законом Ґаусса за критеріями as та ex: 

as

Sas
1 =ξ ; as

3Sas
2 =ξ ; ex

Sex
3 =ξ ; ex

5Sex
4 =ξ .    (2.5) 

Зворотні величини будуть відповідати ступеню невідповідності 

розподілу: 
as

5 S

as
ξ =& ; 

as
6 3S

as
ξ =& ; 

ex
7 S

ex
ξ =& ; 

ex
8 5S

ex
ξ =& .                                              (2.6) 

Якщо ξ1 ≥ 1 та ξ3 ≥ 1, то емпіричні дані розподілу не суперечать 
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теоретичному нормальному розподілу Ґаусса. Якщо ξ6>1 та ξ8>1, то Н0 
відкидають – результати не підпорядковані н.з.р. 

• Якщо (2.2) виконуються, то є підстави перевіряти підпорядкування 
емпіричних даних н.з.р. за критерієм ω2 (для N < 100). Розраховуючи 

( ) ( )[ ]∑
=

−+=




 ω

N

1i

2
ixwixP

N12

1

р

2N ,    (2.7) 

де p (xi) = 0,5 + Φ (zi) – теоретична ймовірність попадання випадкової 

величини Х (Z) на і-місце варіаційного ряду; 
S

xx
z

−
= i

i ; ( )
N

5,0i
xw

−=i  – 

емпірична функція розподілу (накопичена частота – частота попадання хі  на і-
місце у варіаційному ряді). 

• Або за критерієм Пірсона χ2, розраховуючи 
[ ]

∑
=

−
=

e

j j

jj
p xNp

xNpn

1

2

2

)(

)(
χ ,    (2.8) 

де N – всього результатів у варіаційному ряді; nj – кількість результатів у j-
інтервалі; pj(x)=Ф(zj min) - Ф(zj max) – межі j-інтервалу (всього е-інтервалів). 

• Введемо у науковий обіг у математичні методи в хімії означення 
ступеня відповідності (невідповідності) емпіричного розподілу 
експериментальних даних теоретичному розподілу нормального закону 
Ґаусса за критерієм ω2 та χ2: 

( ) ( )p

2

p

2

2

.êð

1 N
Z

N
)(

ω
=

ω
ω=ωξ α  (ступінь невідповідності 

( )
α

ω=ωξ
Z

p

2

2

N
)(& ),             (2.9) 

де Zα = ω2
кр. – критичне значення критерію ω2 для рівня значущості (α =0,01 

та α =0,05). 

2
p

2
α

2
p

2
T2

1 χ

χ

χ

χ
)( ==χξ  (ступінь невідповідності 2

2
p

2
T

2
p2

2 χ

χ

χ

χ
)(

α

==χξ& ).             (2.10) 

де 2χα  –табличне значення критерію хі-квадрат для α і числа ступенів 
вільності f=e-3. 
Якщо ξ1 (ω)≥ 1 та ξ1 (χ2)≥ 1, то результати підпорядковані н.з.р., а якщо 

ξ1(ω)≥ 1 та ξ1 (χ2)≥ 1, то Н0 відкидається. 
 

Завдання: 
1. За результатами експерименту розраховані начальні моменти перших 

чотирьох порядків: h1=6,515; h2=42,5435; h3=278,45945; h4=1826,848332. 
Розрахувати вибіркові показники асиметрії і ексцесу. 

2. Нормування випадкової величини. Нормований розподіл Гауса. 
Функція Лапласа. Розрахунок попадання випадкової величини Х в інтервали: (-
∝<Х≤х1) і (х1≤Х<х2). 

3. Як перевірити підпорядкування випадкової величини нормальному 
закону розподілу за результатами вибіркової сукупності: а) за абсолютними 
величинами моди і медіани; б) за показниками асиметрії і ексцесу; в) за 
критерієм Пірсона; г) за критерієм омега-квадрат? 
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4. Графічно представити нормальну функцію F(x) щільністю розподілу 
Гаусса, якщо а) між середніми відношеннями µ1= µ2= µ3, а між середніми 
квадратичними відхиленнями σ1< σ2< σ3; б) між середніми відношеннями µ1< 
µ2< µ3, а між середніми квадратичними відхиленнями σ1= σ2= σ3. 

 
3. ДИСПЕРСІЙНА АНАЛІЗА 

1. Рівність двох генеральних дисперсій (σσσσ2
1, σσσσ2

2) та двох 
математичних сподівань (µµµµ1, µµµµ2). 

Нехай маємо дві вибірки, які підпорядковані н.з.р., з вибірковими 

характеристиками: N1, N2 – кількість результатів; 21 x,x  - середньоарифметичні 
результати; S1

2, S2
2 – вибіркові дисперсії, які оцінюють відповідні 

характеристики генеральних сукупностей. Нульові гіпотези Н0: σ2
1=σ2

2; Н0: 
µ1=µ2; альтернативні гіпотези Н1: σ2

1≠σ2
2; Н1:µ1≠µ2. Нехай σ2

1>σ2
2, тоді 

розрахуємо критерій Фішера: 2
2

2
1

S
SFp = . Якщо FP≤FT{ α; f1, f2}, то приймаємо 

Н0, якщо FP>FT, то Н1, при цьому ступінь рівності 2-х генеральних дисперсій: 

p

T
1 F

F)F( =ξ , ступінь нерівності: 
T

P
2 F

F)F( =ξ .  

Для доведення Н0: µ1=µ2 розраховуємо 

2

2
2

1

2
1

21
p

N
S

N
S

xx
t

+

−= . 

Якщо tp ≤tT{ α; f=N1+N2-2}, то приймають Н0, якщо tp >tT, то Н1. Ступінь 

рівності 2-х генеральних середніх: 
p

T
1 t

t)t( =ξ , ступінь нерівності 

T

p
2 t

t
)t( =ξ .  

2. Статистична рівність ряду генеральних дисперсій. Перевірка 
нульової гіпотези Но: σ1

2 = σ2
2 = … = σі

2 = … = σk
2 про рівність ряду генеральних 

дисперсій за оцінками вибіркових дисперсій S1
2, S2

2, …, Si
2,…, Sk

2 відповідно 
проведена за розрахунками: 

•••• за критерієм Фішера:   .
S

S
F

2

mini

2

maxi

p
=                                                     (3.1) 

Якщо Fр ≤ FТ [α; fmax; fmin], то Но приймали (рівність ряду дисперсій), а якщо 
Fр > FТ, то Но відкидали (нерівність ряду дисперсій). Введемо в науковий обіг 
математичних методів в хімії означення ступеня рівности ряду ґенеральних 
дисперсій за критеріями Фішера, Кохрана і Бартлета:  

• за критерієм Фішера: 

ступінь рівности             ( )
p

T

1 F

F
F =ξ ;                                              (3.2) 
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ступінь нерівности         ( )
T

p

F

F
F2 =ξ .                                              (3.3) 

Але іноді значна розкиданість вибіркових дисперсій у ряду S1
2… Sk

2 

зменшує надійність висновків за співвідношенням 2
mini

2
maxi

S
S

. Тому перевірку Но 

необхідно зробити також за критеріями Кохрана і Бартлета. 
•••• за критерієм Кохрана: 

.k

1i

2

i

2

maxi

р

S

S
G

∑
=

=                                                       (3.4) 

Якщо Gр ≤ GТ [α; k; Nі], де k – число дисперсій; Nі=const – обсяг кожної 
виборки, то Но приймали, а якщо Gр > GТ, то Но відкидали. При цьому, ступінь 
рівности ряду генеральних дисперсій: 

( )
p

T

1 G

G
G =ξ ;                                                      (3.5) 

ступінь нерівности      ( )
T

p

G

G
G2 =ξ .                                                     (3.6) 

•••• за критерієм хі-квадрат Пірсона за формою Бартлета: 

( ) ,SlgfSlgf
с

1 k

1i

2

ii

2

2

2

р 



 −=χ ∑

=
                                       (3.7) 

де ;kNf
k

1i
i2 −
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f
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S
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1i
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2
∑

=

⋅
=  ( )1Nf ii −=  – число ступенів вільностей; 

( )1f
1

−= k ; 
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=

k

1i 2i1 f

1

f

1

f3

1
1

10ln

1
с . 

Якщо 2
pχ  ≤ 2

Tχ  {α; f1}, то Но приймали, а якщо 2
pχ  > 2

Tχ , то Но відкидали, при 

цьому ступінь рівности ряду генеральних дисперсій: 

( )
2

р

2

T

1

2

χ
χ=χξ ;                                                      (3.8) 

ступінь нерівности     ( )
2

T

2

p2
2 χ

χ
=χξ .                                                      (3.9) 

2. Процедура дисперсійного аналізу полягала також у перевірці нульової 
гіпотези Но про рівність ряду ґенеральних середніх (математичних сподівань): 
Но: µ1 = µ2 = … = µі = … = µk, які оцінюються за рядом вибіркових середніх 
арифметичних: 

1
х , 2х , … , iх , … 

k
х  відповідно. З цією метою розраховували 

статистичні характеристики, що пов’язані із перевіркою Но про рівність ряду 
математичних сподівань та порівняльним аналізом: 
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• загальну середню : 

( )

∑

∑ ⋅
=

=

=
k

1

k

1
i

N

xN
x

i
i

i
i

,                                                      (3.10) 

де iх  – середня і-тої виборки; Nі – кількість для і-тої виборки. 
• дисперсію  між рядами виборок (міжрядкова дисперсія): 

( )∑ −
−

==
=

k

i
ii

11

12
1

2xxN
1k

1

f

SS
S ,                                  (3.11) 

де SS1 – сума при розрахунку дисперсії 2
1S ; f1 = (k – 1) – число ступенів 

вільностей для дисперсії 2
1S . 

• дисперсію внутрішню (залишкову) – в середині виборок для всієї 

матриці [k × Ni]: ( )∑∑ −
−





∑
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,                                        (3.12) 

де SS2 – сума при розрахунку дисперсії 2

2S ; kNf
k

1
2 −






∑=

=i
i  – число ступенів 

вільностей для дисперсії 2
2S ; хіj – кількість в елементарній комірці і-тої вибірки. 

• повну (загальну, сумарну) дисперсію особин для k-рядків: 

( )
21

21
k

1

N

1j

2
jk

1i
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32
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1
f
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i ,                  (3.13) 

де SS3 – сума при розрахунку дисперсії 
2
3S ; 1Nf

1
3 −








∑=
=

k

i
i  – число ступенів 

вільностей для дисперсії 
2
3S . 

Процедура перевірки: перевірку Но рівності ряду ґенеральних середніх 
здійснювали за критерієм Фішера, розраховуючи емпіричне його значення:  

2
2

2
1

p
S

S
F = ,                                                         (3.14) 

яке порівнювали з теоретичним (табличним) значенням критерію Фішера 
FТ = Fα{α, f1, f2}. Якщо FP ≤ FТ, то гіпотезу Но приймали (ряд ґенеральних 
середніх статистично рівний) з рівнем значущості α=0,01 та α=0,05. Тоді, тут 
маємо, що всі результати належать одній нормально розподіленій ґенеральній 
сукупності із загальною ґенеральною дисперсією σ2, оцінкою якої є величина 

2
3S , з довірчими інтервалами за табличним значенням Zα та за табличним 

значенням 
22

αχχ =
табл , загальною ґенеральною середньою µ, оцінкою якої є 

загальна вибіркова середня х , з довірчими інтервалами за табличним значенням 
tk. 

Якщо FP > FТ, то гіпотезу Но відкидали (ряд ґенеральних середніх 
статистично нерівний) з рівнем значущості α=0,01 та α=0,05. У цьому випадку 
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оцінка дисперсії середніх виконується за: ( )2
2

2
1k

1i
i

2
µ SS

N

1k
S −−=

∑
=

.                        (3.15) 

Тоді, тут маємо k-нормально розподілених генеральних сукупностей із 
загальною дисперсією σ2 (бо попередньо доводили статистичну рівність ряду 
ґенеральних дисперсій σі2), оцінкою якої є величина вибіркової дисперсії 2

2S , та 
із різними ґенеральними середніми µі (µ1, …, µk), оцінками яких є вибіркові 
середні iх  ( 1х , …, kх ) відповідно, з довірчою ймовірністю Р = 1 – α (надійність 
результату) та довірчими інтервалами (точність результату). 

Введемо у науковий обіг математичних методів у хімії означення 
ступеня рівности ряду математичних сподівань:  

p

T
1 F

F)( =Fδ ,                                                   (3.16) 

ступеня нерівності         
T

p
2 F

F
)( =Fδ& .                                                  (3.17) 

Fp, Gp, 
2
pχ  - розрахункові, а FТ, GТ, 2

Tχ  - табличні значення критеріїв 

Фішера, Кохрана та хі-квадрат Пірсона за формою Бартлета відповідно. 
 

Завдання: 
1. У результаті випробувань 30 зразків матеріалу партії №1 і 20 зразків 

партії №2 знайдені вибіркові середні значення границі міцності алюмінію, які 
становили х1=40,1 МПа і х2=40,9 МПа, при цьому вибіркові дисперсії 
виявилися однорідними (рівність генеральних дисперсій) в статистичному 
смислі: S1

2=0,82 МПа2; S2
2=0,71 МПа2. Дати оцінку розходження (відмінності) 

середніх. 
2. Досліджено 5 партій по 20 зразків композиційного матеріалу графелон 

на міцність при зсуві. За кожною партією знайдено дисперсії: S1
2=0,5; S2

2=2,5; 
S3

2=2,0; S4
2=1,5; S5

2=3,5. Перевірити однорідність цього ряду дисперсій за 
критеріями Кохрена і Фішера і зробити обґрунтовані висновки. 

3. Досліджувався вплив на процес органічного синтезу двох факторів: Х – 
тип розчинника на рівнях х1, х2, х3, х4 і У – тип галоїдного алкілу на рівнях у1, 
у2, у3, у4. Результати експерименту (Z – вихід полімеру у %) дозволили 
провести розрахунки суми квадратів: 

- відхилення для фактора Х SSx=1704,5; 
- відхилення для фактора У SSy=2645,3; 
- для дисперсії відновлення SSпом=54,1; 
- для ефекту взаємодії SSxy=7587,1; 
- загальна SS=11990,9. 

Враховуючи, що при кожному сполученні типу розчинника і галоїдного 
алкілу було зроблено два паралельних досліди, дати оцінку впливу цих 
факторів та їх взаємодії на процес синтезу. 

4. Скласти сумісний план 2-го порядку для к=3 (х1, х2, х3) факторів з 
кількісними рівнями з латинським квадратом (для одного фактора (х4) з 
якісними рівнями А, B, C, D). 
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5. Отримати із латинського квадрата новий ортогональний квадрат: 
1 2 3 4 5 
2 3 4 5 1 
3 4 5 1 2 
4 5 1 2 3 
5 1 2 3 4 

6. Отримати із упорядкованого за колонками квадрата взаємно-
ортогональний латинський квадрат. 

7. Отримати із упорядкованого за рядками квадрата взаємно-ортогональний 
латинський квадрат. 

 
4. КОРЕЛЯЦІЙНА АНАЛІЗА 

Вибірковий коефіцієнт кореляції розраховують за формулою:  

( )

( ) ( ) 
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.                                   (4.1) 

За вибірковим коефіцієнтом кореляції r дають оцінку ґенеральному 
коефіцієнту кореляції ρ. Для перевірки нульової гіпотези рівності нулю 
ґенерального коефіцієнта кореляції Но: ρ = 0 (відсутність лінійної кореляції між 
х і у) і побудови довірчих інтервалів для ґенерального коефіцієнта кореляції ρ 
використали перетворення Фішера z, критерій Стьюдента t, критичне значення 
коефіцієнта кореляції rкр. Введемо в науковий обіг у математичні методи в хімії 
означення ступеня лінійності ξ1(z), ξ1(t), ξ1(r) і ступеня нелінійності ξ2(z), ξ2(t), 
ξ2(r). 

Процедура прийняття або відкидання нульової гіпотези: 
• за перетворенням Фішера, розраховують:  

r1

r1
ln

2

1
z

−
+= .                                                     (4.2) 

Якщо )z(z zTp σ⋅≤ , де добуток 
}21p{T

z α−=  - квантиля нормованого 

нормального розподілу на середнє квадратичне відхилення величини z 

.
3k

1
z

−
=σ ,то Н0 приймали (немає надійного лінійного зв’язку), а якщо 

)z(z zTp σ⋅> , то Н0 відкидали (є надійний лінійний зв'язок), при цьому ступінь 

лінійності зв’язку:  

)Z(

Z
)z(

zT

p

2 σ⋅
=ξ ; ступінь нелінійності зв’язку 

p

zT
1

Z

)Z(
)z(

σ⋅=ξ .                 (4.3) 

• за критерієм Стьюдента: 2N
r1

r
t

2P −
−

= .                                   (4.4) 

Якщо Pt  ≤ tT{α, f = N – 2}, то Но: ρ = 0 приймають з Р = 1 – α (відсутня 
лінійна кореляція), а якщо Pt  > tT = tα, то Но: ρ = 0 відкидають з Р = 1 – α (є 
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лінійна кореляція). При цьому ступінь лінійності зв’язку: 

                     
T

p
2 t

t
)t( =ξ ; ступінь нелінійності . 

p

T
1 t

t)t( =ξ .                       

(4.5) 
• за критичним коефіцієнтом кореляції: 

За Р.А. Фішером величина 2r1
2N

rt
−
−=                                                   (4.6) 

має t-розподіл Стьюдента з f=N-2 ступенями вільностей. Якщо задати 
tтабл{ α=1-p; f=N-2} або tтабл{ α=1-p; f=N-2} (за двосторонньою межою), то за 

(4.6) отримаємо: 
{ }

2

табл

r1

r

2N

f;t

−
=

−
α

,                                                                    (4.7) 

звідки витікають ті межі, нижче яких | r | вже статистично не відрізняється 
від ρ=0. Нижні межі довірчої ділянки коефіцієнта кореляції за абсолютною 
величиною носять назву критичного значення коефіцієнта кореляції rкр. 
З виразу (4.7), після піднесення до квадрату отримаємо: 

{ }
{ }

{ }
{ }f;tf

f;t

f;t)2N(

f;t
r

2
табл

табл

2
табл

табл
кр

α+
α=

α+−
α= .                               (4.8) 

Значення rкр від α (або р=1-α) та f=N-2 табульовані. Якщо 
}2Nf;{rr кр −=α≤ , то Но приймають (немає лінійної кореляції), а якщо крrr > , 

то Но відкидають (є надійний лінійний зв'язок), при цьому ступінь лінійності 

зв’язку:     
кр

2 r
r

)r( =ξ ; ступінь нелінійності . r
r

)r( кр
1 =ξ .                             (4.9) 

Реґресійна аналіза  
Ступінь наближення математичної моделі до емпіричних результатів 

(адекватності моделі) визначають за: 
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1R −= ,      
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F =                              (4.10) 

Дисперсію адекватності розраховували за формулою: 
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де SSад – сума дисперсій адекватності; fад – число ступенів вільностей при 
розрахунку дисперсії адекватності; уі – експериментальний результат для і-тої 
точки; i

ŷ  – значення уі, що розраховано за рівнянням моделі для і-ї точки; λ – 
число коефіцієнтів у рівнянні математичної моделі, включаючи і b0. 

Дисперсію відновлення розраховували за формулою: 
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де y  – середній результат; f{у}  – число ступенів вільностей при розрахунку 
дисперсії відновлення; SS{у}  – сума дисперсії відновлення. Нульову гіпотезу Н0 
про адекватність моделі приймали при }f;f;{FF }y{адTp α≤  та відкидали при 

Tp FF > . Тут 0 ≤ R2 ≤ 1, 0 ≤ R ≤ 1, чим ближче R2, R до 1, тим міцніший 

нелінійний зв’язок. Введемо у науковий обіг математичних методів у хімії 
означення ступеня нелінійності математичної моделі: 

r
R

)R(
2

2
2 =ξ ; 

r
R

)R(2 =ξ ;                                         (4.13) 

та ступеня лінійності: 2
2

1 R

r
)R( =ξ ; 

R

r
)R(1 =ξ .                                            (4.14) 

Введемо також означення ступеня адекватності (ξ1) та ступеня 
неадекватності (ξ2) математичної моделі: 

p

T
1 F

F
)F( =ξ ; 

T

p
2 F

F
)F( =ξ .                                           (4.15) 

 
Завдання: 

1. Розрахувати коефіцієнт кореляції між концентрацією CaCl2 (х) і 
розчинністю ВаCl2 (у) у воді за 700С:  

Х: 4 6 8 10 
У: 30 24 18 10 

2. Дати оцінку значущості коефіцієнта кореляції між двома вибірками, якщо 
вибірковий коефіцієнт кореляції дорівнює 0,92 при 16 вимірюваннях і рівні 
значущості 0,01; якщо   Zтабл{р=1-α/2}=2,58. 

3. Значущість і довірчі інтервали для коефіцієнта кореляції при малих 
вибірках. 

4. Метод порівняння двох вибіркових коефіцієнтів кореляції з метою 
перевірки гіпотези про незначущість різниці між ними. 

5. Отримати рівняння регресії у вигляді y=a1+b1x; х=a2+b2у, якщо 
коефіцієнт кореляції rx,y=-0,88, а середні х = 10; у = 3; при цьому Sх

2=8,5; 
Sу

2=4,5. 
 
5. ПРОЦЕДУРА ОДЕРЖАННЯ ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИХ МОДЕЛЕЙ 

Процедура одержання інтерполяційних моделей за сумісними планами 
Модель функції відгуку шукаємо, враховуючи оцінки ефектів взаємодії 

першого порядку у вигляді: 
y= b0+ b1x1+ b2x2+ b3х3+b12x1x2+b23x2x3+b13x1x3     
1) Розрахунки коефіцієнтів моделі: 
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   де yu – середній результат в u-досліді; 
2) перевірки однорідності дисперсій 
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   де уuy – результат у-повторних дослідів, за критерієм Кохрана, виходячи 
з умови однорідності дисперсій  
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де Gтабл знаходиться для рівня значущості α=0,05, числа дисперсій N та 
об’єму вибірки n. 

3) перевірки значущості коефіцієнтів моделі, виходячи з умови 
                                                |bi |≥ ∆bi, 

де bi – довірчий інтервал для і-коефіцієнта моделі, який розраховуємо за 
формулою: 
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nN
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b відтабл

i ⋅
⋅α

=∆ ;                                                (5.5) 

tтабл – табличне значення критерію Стьюдента для рівня значущості α і 
числа ступенів свободи  

f= N(n-1); 
2
відвід SS =  - приблизне значення помилки відновлення; 

S2
від – дисперсія відновлення, що характеризує помилку всього 

експерименту, яку розраховуємо за формулою: 
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4) перевірка моделі (1) на адекватність за критерієм Фішера: 
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де S2
ад – дисперсія адекватності, яку розраховуємо за формулою: 
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       yu – розрахований за моделлю, що перевіряється на адекватність, 
результат для u-ої точки плану; 

       λ - кількість коефіцієнтів рівняння, що перевіряється на 
адекватність; 

       fад=N-λ - число ступенів свободи дисперсії адекватності; 
       fвід= N(n-1) – число ступенів свободи дисперсії відновлення. 



 26 

Процедура одержання моделей другого порядку 
Рівняння моделі другого порядку функції відгуку в загальному вигляді: 

у= b0+b1x1+b2x2+ b3x3+ b12x1x2+b23x2x3+ b13x1x3+ b11x1
2+ b22x2

2+ b33x3
2    (5.8) 

Розрахунок коефіцієнтів моделі: 
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Перевірку адекватності моделі (5.8) здійснюємо за критерієм Фішера: 
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де S2
ад – дисперсія адекватності, яку розраховуємо за формулою: 
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Завдання: 

1. Нульовий рівень фактора С (г/л) становить 2,5 г/л, а верхній рівень 3,5 г/л. 
Перейти від рівня фактора в натуральному масштабі (скалі) до безрозмірної 
системи координат при отриманні лінійної моделі. 

2. На нижньому рівні фактор t0C має значення 1000С, на верхньому 2000С. 
Перейти від рівня фактора в натуральному масштабі до безрозмірної системи 
координат при побудові лінійної моделі. 

3. Скільки рівнянь моделі можна перевірити на адекватність для лінійного 
плану Бокса трифакторного експерименту? Приведіть ці рівняння у загальному 
вигляді. 

4. Записати рівняння напівлінійної моделі та розрахувати коефіцієнти 
моделі за результатами експерименту: 

і х0 х1 х2 х3 у 
1 +1 -1 -1 -1 1,0 
2 +1 -1 -1 +1 2,0 
3 +1 -1 +1 -1 3,0 
4 +1 -1 +1 +1 4,0 
5 +1 +1 -1 -1 5,0 
6 +1 +1 -1 +1 6,0 
7 +1 +1 +1 -1 7,0 
8 +1 +1 +1 +1 8,0 

 
5. Побудувати план дробного факторного експерименту для 6 факторів, в 
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якому три фактори є зв’язаними: х4 = х1х2, х5 = х2х3, х6 = х1х2х3. 
6. Побудувати план дробного факторного експерименту для 6 факторів, 

якщо два фактори зв’язані співвідношеннями: х2=х1х3; х4=х5х6. 
7. Записати рівняння моделі 3-го порядку для чотирифакторного 

експерименту. 
8. Аналіз моделі: у= 15 - 5х1 + 4х2 - 3х3 + 2х1х2 – 1,0х1х3 – 0,5х2х3. 
9. Аналіз моделі: у = 0,9 – 0,1х1 – 0,3х2 + 0,2х3 + 0,2х1х2 - 0,3х2х3. 
10. Аналіз моделі: у= 5,2 + 0,3х1 – 1,6х3 – 0,4х1х3 + 0,5х2х3. 
11. Аналіз моделі: у = 100,5 + 10,8х1 – 8,0х2 + 5,0х3 – 15х4 – 1,5х1х2 + 

2,8х1х4. 
12. Аналіз моделі: у=10,3 + 0,2х1 – 3,5х2 -2,1х3 + 0,4х1х2. 
13. Назвіть вигляд поверхонь перерізу рівних значень функцій відгуку, 

якщо за коефіцієнтами моделі розраховані інваріанти: І3≠0; І1>0; I2>0; I3>0; 
K4<0. 

14. Назвіть вигляд поверхонь перерізу рівних значень функцій відгуку, 
якщо за коефіцієнтами моделі розраховані інваріанти: І3≠0; І1>0; I2>0; I3>0; 
K4=0. 

15. Визначити вигляд перерізу рівних значень функції відгуку (за 
інваріантами І1, І2, К2, К3):  

у = 2 + 0,5х1 + 0,4х2 – 0,3х1х2 – 0,2х1
2 – 0,1х2

2. 
16. Визначити вигляд перерізів рівних значень функції відгуку (за 

інваріантами І1, І2, І3, К2, К3, К4): 
у= 6 – 1,4х1 + 0,4х2 + 0,5х3 – 0,3х1х2 + 0,2х2х3 – 0,2х2

2. 
17. Визначити вигляд перерізів рівних значень функції відгуку (за 

інваріантами І1, І2, І3, К2, К3, К4): 
у= 6 + 2,0х2 – 1,0х3 – 0,5х1х3 – 0,4х1

2 + 0,3х2
2 – 0,2х3

2. 
18. Визначити вигляд перерізів рівних значень функції відгуку (за 

інваріантами І1, І2, І3, К2, К3, К4): 
у= 6 – 2х1 + 1,0х2 – 2х3 – 0,3х1х2 + 0,4х1х3 – 0,3х2х3 + 0,2х2

2. 
19. Визначити вигляд перерізів рівних значень функції відгуку (за 

інваріантами І1, І2, І3, К2, К3, К4): 
у= 7 + 2х1 + 3,0х2 – 2х3 – 0,5х1х3 – 0,4х1

2 + 0,3х2
2 + 0,2х3

2. 
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ЗАПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 
1. Випадкова величина та її реалізації. Дискретні та неперервні випадкові 

величини. 
2. Ймовірність. Вирівнювання (осереднення) експериментальних даних 

ймовірними законами та аналітичними функціями. 
3. Генеральні і вибіркові сукупності. Вимоги до виборок. Показність вибірки і 

методи її досягнення. 
4. Варіаційний ряд і процедура розбивки його на інтервали. 
5. Функція і щільність ймовірності розподілу. 
6. Точкові характеристики генеральної сукупності. 
7. Точкові характеристики вибіркової сукупності. 
8. Оцінки генеральних точкових характеристик вибірковими. Вимоги до 

оцінок. 
9. Нормальний закон розподілу Гауса. Функція і щільність ймовірностей 

розподілу. 
10. Нормальний розподіл нормованої випадкової величини. Нормована функція 

і нормована щільність ймовірностей розподілу. 
11. Розрахунок ймовірності попадання випадкової величини в певний інтервал. 
12. Статистичні гіпотези. Нульова та альтернативна гіпотези. Помилки 1-го і 2-

го роду при прийнятті нульових гіпотез. 
13. Методи перевірки гіпотез про закони розподілу за критеріями Хі-квадрат і 

омега-квадрат. 
14. Методи перевірки гіпотез про закони розподілу за показниками асиметрії та 

ексцесу, їх середніми квадратичними відхиленнями. 
15. Класифікація похибок за закономірностями з’явлення у ряду вимірювань. 

Процедура відкидання грубих помилок за критерієм Ірвіна. 
16. Процедура відкидання грубих помилок за критеріями Груббса, 

Романовського. 
17. Інтервальні оцінки. Точність і надійність результатів. Довірчі інтервали та 

довірча ймовірність для середньої та дисперсії. 
18. Порівняння двох рядів вимірювання. Статистична рівність двох дисперсій: 

перевірка за критерієм Фішера. 
19. Порівняння двох рядів вимірювання. Статистична рівні двох середніх: 

перевірка за критерієм Стьюдента. 
20. Статистична рівність ряду дисперсій: перевірка за критерієм Кохрена. 
21. Статистична рівність ряду середніх: однрофакторний експеримент. 
22. Дисперсійна аналіза: двофакторний експеримент. 
23. Латинські і греко-латинські квадрати. Шляхи їх утворення. Канонічні 

квадрати. 
24. Взаємноортогональні квадрати. Методи побудови взаємноортогональних 

квадратів. 
25. Генеральний коефіцієнт кореляції. 
26. Вибірковий коефіцієнт кореляції. 
27. Основні означення регресійного аналізу. 
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28. Знаходження рівняння регресії за результатами кореляційного аналізу.  
29. Знаходження коефіцієнтів математичної моделі за методом найменших 

квадратів. 
30. Визначення значущості коефіцієнтів математичної моделі. 
31. Перевірка адекватності моделі. Розрахунок дисперсій адекватності і 

помилки експерименту. 
32. Пасивний і активний експеримент. Вимоги до критерію оптимізації. 
33. Вибір критерію оптимізації при наявності кількох функцій цілі. 
34. Вибір факторів і факторного простору, рівнів факторів та інтервалів 

варіювання. Перехід до безрозмірних величин рівнів факторів. 
35. Повний факторний експеримент. Плани Бокса. Матриця планування і 

робоча матриця. 
36. Плани Бокса. Оптимальність планів. Процедура обробки 

експериментальних даних. 
37. Дробовий факторний експеримент. Дробові репліки. 
38. Сумісні плани повних факторних експериментів або дробових реплік з 

латинськими або греко-латинськими квадратами. 
39. Рототабельне планування другого порядку. Нелінійна модель. 
40. Приклад плану другого порядку з ядром повного факторного експерименту. 
41. Навести приклад плану другого порядку з ядром дробного факторного 

експерименту. 
42. Рототабельне планування другого порядку: розрахунок коефіцієнтів моделі.  

 
 

ВИМОГИ ДО ІСПИТУ 
1. Представити конспект лекцій або опрацьовані  літературні джерела згідно 
програмових вимог. 
2. Представити оформлену контрольну роботу та розрахунки завдань, що 
були поставлені на практичних заняттях. 
3. Вміти формулювати означення статистичних гіпотез, величин і 
характеристик, розписувати процедури розрахунків і аналізувати математичні 
моделі. 
4. Вміти пояснювати структуру математичних формул і розписувати їх для 
частинних умов. 
5. Вміти робити розрахунки за математичними формулами. 
6. Вміти будувати матриці планування експериментів за планами першого і 
другому порядку. 
7. Вміти користуватися статистичними таблицями. 

 
 

 


